K6. PERSAMAAN DIFERENSIAL
BIASA

Anita T. Kurniawati

Definisi:

4

Persamaan Diferensial (PD) adalah persamaan yang merupakan
hubungan antara turunan (derivative) dari satu variabel tak bebas
terhadap satu/lebih variabel bebas.

» Jika turunan tertinggi yang terdapat dalam persamaan adalah tingkat ,

maka PD itu disebut PD tingkat .

» Jika persamaan itu seluruhnya rasional dan bulat dalam turunan-

turunan itu, maka pangkat dari turunan tertinggi dalam persamaan
itu disebut derajat PD itu

Penyelesaian PD adalah suatu fungsi tanpa turunan-turunan dan yang
memenuhi PD itu.

Penyelesaian Umum Persamaan Diferensial (PUPD): penyelesaian PD
yang memuat konstanta-konstanta sebarang yang banyaknya sama
dengan tingkat dari PD itu.

Penyelesaian Partikulir Persamaan Diferensial (PPPD): penyelesaian
PD yang didapat dari PUPD jika pada konstanta-konstanta
sebarangnya diberi nilai tertentu.
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PD

PD Biasa (PDB)
( hanya mengandung satu

variabel bebas)

Contoh:

PD Biasa - 1. 2+ 2yx =217 +3

8%z
dxdy

PD Passial > 1, 7=~ 2xy = 0

PD Parsial (PDP)

(mengandung lebih dari

satu variabel bebas)

2.y -3y +2y=e7"

2.2t 2= 0.

PD Tingkat Satu Derajat Satu

I. PD dengan variabel terpisah atau dapat dipisah

PD DENGAN VARIABEL-VARTABEL TERPISAH

Bentuk umum; f(x) dx + g(v) dy = 0.

PUPD: [ f(x)dx+ [ g(v)dy = C.

Contoh:

Selesaikan PD; x%dx — 3e ¥dy = 0.

Penyelesaian: [ x%dx — [3e Y dy=C

PUPD; > x3+3e™ = C.
3
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PD DENGAN VARIABEL-VARTABEL YANG DAPAT DIPISAHKAN

Bentuk umum: f; (x)g,(y) dx + f,(x) g, (y)dy = 0

f:.(x] 31@‘]
dx + 2% gy — .
o™ T am®

PUPDW_[f:Ex;d x+ [22dy = c.

: fa(x)g2()

Contoh:

Selesaikan PD: (x + 1)y dx — (y— 1)x dy = 0.
Penyelesaian' (x+1Dydx—(y—Vxdy=0 :xy
E dx —— dV—0—>( +1)dx—(1——) dy = 0.

_f(l—i—;)d:t—_[(l——) dy=C—x+lnx —y+lny=_C.

PUPD:x —y +Inxy =C.

2. PD HOMOGIN

PD: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 disebut PD Homogin jika dapat ditulis dalam bentuk
dy
=)

Substirusiv:b;—c =v - y=vx.dy=vdxt+xdv— akan didapat PD dengan variabel terpisah.

Contoh:
Selesaikan PD: (x% — xy + y%) dx — xy dy = 0.
Penyelesaian: subs: y = vx = dy = vdx + xdv
PD menjadi; (x* — vx? + v2x®) dx — vx*(vdx + xdv) = 0.
(1-v)x’dx—vxldv=0 : x*(1-v)
1

—dx—ﬁ dv=0—>fj—lcdx—fﬁ dv=C.

x
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C.

ln1+f(l——)dv C-Inx+v-In(1-v)

¥

Inx+Ine’-In(1-v) = lnh’—>11 =Ink .

&
xex y

xe o
E—H—}:—H—:rex—f{(:t V).

o

£

¥
Jadi PUPD: ex = K(x - 7).

3. PD BERBENTUK: (ax + by + c¢)dx+ (px+ qy+7r)dy =10

1. Jikaaq—bp=0-subst:u=ax+by; dy= é(du—adx).

menjadi PD dengan variable terpisah.

=x;+h -dx=dx,
=y, tk —dy=dy,

: h=x . fax+by+c=0
dimana [k —y adalsh penyelesaian dari {px + q:V-I-T -0

. Jikaag —bp # 0 — subst: {

maka PD menjadi PD homogin: (ax, + by,) dx, + (px;+ qy,) dy, = 0
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Contoh:

Selesaikan PD; (x +y) dx + (x +y—1) dy = 0.
Penyelesaian: Pada soal ini: ag — bp = 0 = subst;u = x +y; dy = (du — dx).
PD menjadi;u dx + (u—1)(du—dx) =0- dx + (u—1)du = 0.

fdx+f(u—1)du=(.’—>x-l—;lug—u:(?.

+2(r+y)2 = (r+)) =C. TdiPUPDS (x +y)*—y=C.

4. PD EKSAK

PD: M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 disebut PD Eksak
jika dan hanya jika M _ N

oy  OXx
PUPD: F(x,y)=C

oF (x,y)

S =MGy) > F(xy) = [M(x,y)dx+R(y)
X

R(y) didapat dari:

oF (X, y)

o =N(x,Y)




Contoh:

Selesaikan PD; (3x2 + 6xy)dx + (3x% + 3y?) = 0.

M(x,v) = 3x%2+ 6xy - =— = 6x
Penyelesaian: ai-f —sama, maka PD tersebut PD Eksak
N(x,y) = 3x%+ 3y? - =6x

aM
a

X

F(x,y) = | M(x,y)dx + R(y)

oF
a2 ) — A
I 3+ R (V) =N(xy)

3x2+R' (1) =3x"+3y* = R'(0) =3y’ > R =y>.
PUPD; x® + 3x%y+y% = C.

5. PD LINIER TINGKAT SATU

erukmnmn\:ﬁj—": =yP =Q.

Faktor pengintegral: v = gl Pdx
PUPD;yv = [Qudx + C.
Contoh:

Selesaikan PD: 2 +y = 2 + 2x

ax
Penyelesaian:
Faktor pengintegral; v = eltdx — px,
PUPD: ye* = [(2+ 2x)e*dx+C
=2e*+2(xe*—e¥)+C
= 2xe* +C.
Jadi PUPD; y = (2xe* + C)e ™.
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6. PD BERNOULLI

Bentuk umum:

dy S

ol yP=vy"Q. ...... (1)

Persamaan (1) dibagi y", didapat: y"“g +y"p=Q.

v . - d e o 1
Substitusi: v = y? “—>d—i= (1-n)y nZ Ly

dx ¢ dx  (1-n) dx

T P = (1—
PDmm]adl.dx-l-v[l n)P =(1-n)Q.

dv

Contoh:

. d

Selesaikan PD: =X + 1 y = y3x3.
wdx xu o

Penyelesaian:

dv _=2dy
3+1 2,2 gy

Substitusi: v =y — .

= j}_
PD menjadi: =~ — 2v = —2x® —PD linier tingkat Satu

2

—2
f?‘ix =X -

Faktor pengintegral;u = e
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7. PD RICCATI

Bentuk: g = q(x) +p(x)y+7(x)y

dy
q+py+ryt

Jika p, q,7 konstan maka [

=x+C.

Jika r(x) = 0 —=PD linier.

Jika q(x) = 0 —=PD Bemoulli.

Mendapatkan penyelesaian umum PD Riccati, sbb:
Dicari/diketahui penyelesaian partikulir y = v, (x). maka:
y' () = q(x) +p(x)y, (x) + r(¥)yi (x)

Ambil y = y, (x) + z(x) — f—; —(p+ 2ry,)Z = rZ? =PD Bemoulli.

Contoh:

Selesaikan PD; y' = e + ¢* - 2e*y+ ¥~ Tika diketahui penyelesaian partikulir y; = €*.

Penyelesaian: 7(x) = 1; p(x) = -2¢%; q(x)=e* +¢*
Ambﬂvzeuhg—(—2e2x+292ﬂ2:22+f—;:z%zzi.

AN C‘_x

Maka penyelesaian PD Riccati tersebut adalah:

y(x)=e*+ =

C-x
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PD TINGKAT DUA

2
1.PD:= f(x)

¢
Contoh: Selesaikan PD; g =31t -6,
Penyelcsman & = (3 -@)dr=2*-6x+ (- y=[(x*-6x+C)dx

PURD: y=-x* -3+ C,x+C,

2.PD: 7= f(y)
k2 op o Er i b b
Misal: = =p - it dy'dx_p 2y

PD menjadi;p 37 = f(y) > [pdp = [ f(y)dy > p* = 2[ f(3)dy + s

dy | T
Atan—~ = 2 f(dy+C-ode=+ J2 fdy+c,

J&S‘“‘LI ’[ 2]’f@]dv+€1 +C2'
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Contoh:

. dy
Selesaikan PD;—— =Y.

Penyelesaian; p’ =2[ydy+C,~p? =y2+C1—>j—“;=ivy2+Cl.

d
=1 f{yz—"%q+cz=iln|y+¢y2+cl +C,

Jadi PUPD; x = £In|y +.,/y? 4 C,| + C,

2
3. PD:p %+ q%}ry = 0;p, q,r :konstan

: s ar — R E_ r_ kx @_ no_ 1,2 kx
Misal: y=e —>dx—y—ke ==V =k-e

Maka PD menjadi; pk?e** + qke"™ + re** = 0 = " (pk? + gk +1) = 0.

Karena e®* # 0, schingga; pk>+qk +7 = 0.
Persamaan karakteristik: pk? + gk + v = 0 dengan akar-akar k, dan k,

dengan rumus “abe” :
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Ada 3 kasus berhubung dengan akar-akar karakteristik:

1. Jika k; # k; (real berlainan), maka PUPD: y = Cre** + Cpe’*

o

Jika k, = k, (real kembar = k), maka PUPD:| vy = " (C;x+ ;)

3. Jikak,,= a + bi (kompleks sejodoh), maka PUPD; y = e®(Cycosbx + Cypsinbx)

Contoh:
. dy  dy
Selesaikan PD: 2@ - = 0.
Penyelesaian:

Persamaan Karakteristik (PK): 2k*—k =0
Akar-akar karakteristik: k(2k —1) =0 =k, = 0,k, =$

1
PUPD,y = C, + C,e3*,

2
X

4. PD LENGKAP: p ™

PD diubah dalam operator D, menjadi:

(pD2 +qD + r)y = f(x)

PUPD: Y=Y.tY,
y. > PD: (pD2 +qgD + r)y =0 (dicari Pers. Karakteristik)

L

Yo = pD® +qD +r , dengan cara:

|. Metode Operator
2. MetodeVariasi Parameter
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Penyelesaian Yp dengan Metode Operator:

PD Lengkap: F(D)y = f(x) = y, = % f(x)

Sifat-sifat:
Qﬁx
a. Jika f(x) = " makay, = F(D] e = @ Fla)+0
b. Jika f(x) = e™ V(x) makay, = ﬁ e V(x)=e™ rora) V(x)

c. Jika f(x) = P,(x) polynomial derajat n dalam x, maka

Vp = P,(x)= (by + b,D+ b,D*+ - )P, (x); by # 0.

F(D] "

— dideretkan menurut deret knasa (deret pangkat) dalam D cukup sampai dengan sukn

F(D]

D™ saja. Berdasarkan deret Maclaurin:

L =14+D+D*+D%+--.
1-D
L =1-D+D*-D3+--
1+D

d. Iika f(x) = P(x) cosax makay, = Re{ P(:t)emx}

Rumus Euler: '** = cosax + isinax: e~ = cosax —isinax

F(D)

e. Jika f(x) = P(x) sinax makay, = Im {— P(x)emx}

F(D)
. N ! . 1 _ F'(D)
f Jika f(x) = x V(x) makayp F(D]l Vix)=x F(D] V(x) FoF
g oo 2] ——cos(ax+b) = 2] cos(ax + b); F(—a?)# 0
h. o 2] ——sin(ax+b) = zjsin (ax+b);F(—a?) =0

V(x)
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Contoh 1:

Selesaikan PD: v’ — 3y’ + 2y = ¢72¥
Penyelesaian:
PD: (D2—3D +2)y=e 2%
PR: (D2—3D+2)y=0-(D—1)(D—2) =0
PUPR:y,. = C,e* + C,e™
1 g—2% g—2%

—-2x

“Dpz-3p+2° T (-27-3(-2)+2 12

Yo

X

—2
PUPD: y =y, + ), = C;€" + C™ +—

Contoh 2:

Selesaikan PD: y"" — v = 2x — x°
Penyelesaian:

PD: (D*—1)y=2x —x3

PR: (D*-1)y=0-(D-1)(D+1)y=0
PUPR:y, = (" + (™™

yp (ZI_IQ)Z

“D-1 T (1-D?)
=—[(2x—x)+D*2x— 1+ ]=—[2x—x* —6x] =x*+4x
PUPD: y =y, +J, = Cie* + (e ™+ x° + 4.

(2x—x*)=—(1+D*+D*+ - )(2x—x?)
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Contoh 3:

Selesaikan PD: y'' 4+ 4y = cos 2x
Penyelesaian:

PD: (D? + 4)y = cos 2x

PR: (D?+4)y=0—>(D+20)(D—2i)=0

V. = C,cos2x + C, sin2x.

Y, = c052x=Re{—1 ew‘}—R {71 1 2”‘}
T prya DZ+4 (D—2i) (D + 2D)

_ Re{ 1 1 Eﬂx} — Re {i E‘ J-EZUC ZUCdl}EmE
(D —2i) (2i+20) e

1 1 ) X
2ix A ralixl - i .
e{ .e J-dx} = Re {—41.19 } = Re{—4£ (cos2x+1 s1n21)}

Il
o

4i
R{l"2'+1" 2'} 1"2'
= e4xsm X 411cos X —41511*1 X

PUPD;y =y, + ¥, = Cycos2x + (, 5sin2x +‘—txsin2x.

2. Penyelesaian Yp dengan Variasi
Parameter

PD:y" +py’ +qy = f(x)

PR:y" +py' +qy=0

Jika penyelesaian umum persamaan tereduksi (PUPR) adalah
Ye=Cry (0 + G yy(x) makay, =L; (1)y,(x)+ Ly(x) y,(x)
Ly, + L5y, =0

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ .f .T 2,1},2 f( )
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Contoh:

Selesaikan PD: (D? + 1)y =tgx
Penyelesaian: Dengan cara Variasi parameter.
PR: (D*+1)y=0->(D+i)(D—i)y=0

V., = Cysinx + C, cosx

¥, = Ly(x) sinx + L,(x) cosx, dimana L, dan L, didapat dari:

{ Lisinx +L5cosx =0
Lcosx —LSsinx =tgx

Dari dua persamaan tersebut didapat:

L=sinx-L, = Jsinx dx = — cosx

% =C08X —Secx = L, = f(cosx —secx)dx = sinx — In(secx + tgx)

Sehingga didapat: y, = —cosx sinx + {sinx — In(secx + tgx)} cosx
= —cosx.In(secx +tgx)

Jadi:y =y, +, = Cysinx + C, cosx — cosx. In(secx + tgx)
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3. PD EULER

Bentuk umum:

dengan a, b, by, P4, ---, Py, adalah konstanta-konstanta.

Substitusi:
ax +b=e*—=t=1In(ax+b)
o et—b dt a
X= a ' dx ax+b
dy dy dt dy a dy

o ddx dtaxsp @ thy —e

d?y a? dy dy (ax+ b)Yy = @ d?y dy
—_— _ _— —_— | = ‘ = —_——
dx?  (ax+ b2 \dez ar) TP T\ G T

A TR L S B
+ZE)—>(ax+b)y =a E_3E+ZE

aé (ax+b)3 \dt2 “at?

a3y a (dgy d*y
JikaD =£—> (ax+Db)y' =aDy; (ax+b)%y" =a?D(D-1)y;
(ax+ D)} =a*D(D-1)(D-2)y

Secara umum dapat ditulis: (ax + b)"y™ = a"D(D-1)(D-2)..(D-n+1)y

Sehingga PD (1) menjadi:
@™ d(D-1)(D-2)...(D—n+1)+p;a"D(D-1)(D-2)...(D-n+2)+ - +p,} ¥y
et—b
=f( p ) adalah PD linier dengan koefisien konstan.
Untuk lebih khususnya diambil PD; pox®y"” + ;2" + 257 = f(X): eviviereiieeieens (2)

dengan po.p;, P, konstanta.
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Penyelesaian:
Substitusi:x = et =t =Inx: z—i = i
xy' =Dy; x*y"=D(D-1)y
Sehingga PD (2) menjadi p, D(D — 1)y + p; Dy + p, v = f(e")
Contoh:
Selesaikan PD: x2y" —xy' + 2y = Inx
Penyelesaian:

. e t _ .. E_ E
Substitusi:x = e* =t =Inx; Pl
xy'=Dy; x*y"=D(D-1)y
Sehingga PD menjadi: {D(D — 1) =D + 2}y =tatau (D?— 2D+ 2)y =t

PR: (D?*—2D+2)y=0-=(D+i)(D—i)y=0

y, = e*(Cycost + C,sint)
1

r 1 1 r 1l+ 2D-D? .
h=sw+ _2'{1_(29—52)] =) 2
2

t=-t+-
2 2

PUPD:y =7, +7, = *(C; cost + C, sint) +§t+ ;

Gantix=eft=Inx »y= x{Clcosln (x) + C, sinln (x) +§lnx +§}
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4. PD SERENTAK (PD SIMULTAN)

Bentuk PD Simultan dengan 2 persamaan dan 2 varibel
yang tidak diketahui:

{fl(D)}’ + g,(D)Z= h,(x)
D)y + g,(D)Z = hy(x)

adalah polynomial dalam D dengan koefisien-koefisien konstan.

d]-.tﬂﬂ.tlﬂfl (D)er (Djrgl(D]rgz (D]

_ fi(D) g.(D) . B
A= JG(D] g2(D) _fI(D)gZ(D) E(D)gltﬂ)
hi(D) g.(D)
A= hz(ﬂj HQ(D) =g2(D)h1(D)_g1(D)hz(D)
_|AD) hy(D)|_ _
A= E(D) hz(D] —fl(D)hz(D] fz(D)hl(D]

PD menjadi: Ay = A, dan AZ = A,
Banyaknya konstanta-konstanta sebarang pada PUPD serentak

adalah sama dengan pangkat tertinggi dari D dalam A.
Contoh:

D+Dy+(D—=2)Z =% oo (1)

Sdesa{kﬂﬂmm{(a N L O - ) VA N ¢-)|

Penyelesaian:

_p+1 D-2|_ e o

A—|D+1 D_3|—(D+1)(D 3)—(D—2)(D+1)=-D —1
e

8= DT = (0-3e - (D-2x=—e-3eF 142

=—4e™ —1+2x
Ay =A=—4e ™™ -1+ 2x
(-D—-1)y=—4e*—-1+2x
(D+1)y=4e™+1—2x
PR;(D+1)y=0—y,= Ade ™

31/10/2015

18



Vp = D31 (—4e™—-142x)= e‘xjﬂfe‘xexdx—e‘xjmexdx-I-e'xjexdx
= 4xe™ — 2e ¥ (xe* — [ e¥dx) + e ¥e*
=4xe™* —2e7% (xe —-e")+1
=4xe™ —2x+3
Y=Yty =Ae™ +dxe™ =20 +3. ..(3)
h=P L =4 Dx- (Ve =1 x4 e e x4
AZ=A,=x+1
(-D-1)Z=x+1-(D+1Z=—(x+1)
Z,=Be™

Z = ((x+ D)= —(1-D+D?+-)(x+1)

D+1
=—(x+1-1)=-—
Z=Z,+Z,=Be ™ —Xeocrrcvrnnnn. wel®)

Karena derajat D dalam A adalah derajat satu maka pada
penyelesaian umum haruslah hanya ada satu konstanta sebarang.
(3) dan (4) disubstitusi ke (2). menjadi:

(D+1)(Ade ™ +4xe™—2x+3)+(D—-3)(Be ™ —x)=1x
—Ade™™t+4e™ —4xe™ —2+Ae™  +4xe™ —2x+3 —
Be™*—1—-3Be™+3x=x

4™ —4Be*+x=x—->B=1

Jadi PUPD serentak; y = Ae ™ +4xe™ - 2x+3; Z=e"" —x
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